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RESUMEN 

En  este  trabajo  se  aborda  el  análisis  del  elemento  tipo  viga-columna  con  plasticidad

concentrada, mediante la aplicación de un procedimiento calculo analítico y  la utilización

de software de análisis no lineal SAP2000. La implementación mediante análisis matricial,

permitirá  validar  los  resultados  obtenidos  en  elementos  con  rótulas  concentradas  de

SAP2000.  Adicionalmente se  revisa  el  comportamiento  de  las  rotulas   para  distintos

niveles de carga axial. A partir del análisis numérico realizado a las trayectorias de los

giros  plásticos y  elásticos en los extremos del elemento viga-columna,  obtenidas en los

modelos  realizados  en SAP2000, se estimaron parámetros equivalentes de momento de

fluencia,  rigidez  y parámetro  η* ajustado,  para  distintos niveles de carga axial.  Esto

permitió contrastar los resultados obtenidos por calculo analítico, identificando parámetros

relevantes  que  influyen  en el  comportamiento no  lineal  de elementos   con  plasticidad

concentrada sometidos a cargas axial.
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I INTRODUCCION

Cuando el principio de superposición no permite determinar  directamente los esfuerzo y

desplazamientos de una estructura, es necesario incorporar al análisis los conceptos de no-

linealidad  (del  material  y/o  geométricos),  que  permiten  mediante  procedimientos

incrementales e iterativos, alcanzar el equilibrio de fuerzas y el calculo de desplazamientos

en la estructura. 

En este trabajo se aborda la no linealidad del material, mediante la definición de relaciones

entre esfuerzos internos y deformaciones.   Estas relaciones definen un régimen elástico

hasta cierto nivel de carga, en cual los resultado son idénticos a los obtenidos por modelos

lineales.  Superado  ese nivel  de carga  el  comportamiento es no lineal  y  se produce un

cambio de rigidez del elemento. El objetivo de este trabajo es implementar un elemento

viga-columna con resortes en los extremos que permite realzar análisis no lineal a flexión

del  elemento.  Mediante  análisis  matricial,  se  validaran  los  resultados  obtenidos  en

elementos  con  rótulas  concentradas  de  SAP2000.  Adicionalmente  se  revisa  el

comportamiento  de  las  rotulas   para  distintos  niveles  de  carga  axial,  analizando  los

resultados  de  modelos  desarrollados  en  SAP2000.El  Capitulo  II  de  este  documento

presenta  la metodología que  permite  resolver el problema no lineal, mediante equilibrio

estático de la  barra y  la  evaluación  del  comportamiento plástico de las  rotulas  en sus

extremos, se definen  las ecuaciones que permiten  conformar el algoritmo de resolución

por iteraciones.  En el Capitulo III mediante la aplicación directa del algoritmo iterativo, se

analiza el elemento viga-columna con plasticidad concentrada, sometido flexión pura. Los

resultados obtenidos se contrastan con modelos equivalentes desarrollados en el software

de  análisis  estructural  no  lineal  SAP2000.  En  el  Capitulo  IV  se  realiza  el  análisis

incorporando  carga  axial  en  conjunto  con el  momento  de  flexión.  Utilizando  modelos

desarrollados  en   SAP2000 se  evaluá  el  comportamiento  de  las  rotulas  plásticas  para

distintos niveles de carga axial.  Los giros plásticos en la rotulás son  comparados  los

resultados obtenidos mediante la aplicación del procedimiento analítico iterativo.
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II MODELO VIGA-COLUMNA CON PLASTICIDAD CONCENTRADA

Un elemento tipo viga-columna con plasticidad concentrada consiste en una barra (viga o

columna) lineal-elástica con dos nodos y tres grados de libertad. La plasticidad  se modela

a través de resortes de giro, de longitud nula ubicados en sus extremos, para los cuales se

define una relación de momento-rotación. Mediante el equilibrio estático de la barra y la

evaluación del comportamiento plástico de las rotulas se establecen relaciones necesarias

que permite analizar el problema no lineal de flexión en sus extremos

II.1 Elemento Viga-Columna 

Deformaciones y Esfuerzos en Elemento Viga-Columna 

Para  la  barra  en estudio  se  restringen  los  desplazamientos  de  cuerpo  rígido  y  se

consideran únicamente tres grados de libertad. Los grados de libertad corresponden a

los giros en ambos extremos y desplazamiento en la dirección longitudinal en uno de

ellos tal como se muestra en la Figura II.1.

Figura II.1: Elemento  Viga-Columna: Grados de libertad 

El vector v de deformaciones del elemento de la Figura II.1, queda representado por

la ec. (1). En esta ecuación v1 es es el giro del nudo inicial, v2 es el giro del nodo final

y v3 es la deformación axial del elemento. 

v=(
v1
v2
v3
) (1)
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Por otra parte el vector  q, correspondiente a las cargas que actúan en los grados de

libertad del elemento, se muestra en la  ec. (2). En esta ecuación q1 es el momento de

flexión que actúa en nudo inicial, q2 es el momento de flexión que actúa en nudo final

y q3 es la carga axial del nodo final

q=(
q1
q2
q3
) (2)

Matriz de Flexibilidad Elemento Viga-Columna 

La relación entre  las deformaciones producidas en los extremos de la barra y las

cargas aplicadas, se denomina matriz de flexibilidad. Para un elemento viga-columna

con comportamiento elástico, esta relación se muestra en la Ec. (3) .

{v }=[ f ] {q } (3)

Para elementos viga-columna de sección constante, en los cuales no se considera el

efecto de corte, la matriz de flexibilidad f queda representada por:

 f=

L
3 EI

− L
6 EI

0

−L
6 EI

L
3 EI

0

0 0 L
EA

(4)

Relación entre cargas y deformaciones Elemento Viga-Columna 

La matriz que relaciona las cargas con los desplazamientos es la matriz de rigidez k . 

{q }=[k ] {v } (5)

Se puede demostrar a partir de (3) y (5) que  la matriz de rigidez k y es la inversa de

la matriz de flexibilidad f es: 

[k ]=[ f ]
−1 (6)
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Para elementos de sección constante, en los cuales no se considera el efecto de corte,

la matriz de rigidez de k queda representada por:

k=

4 EI
L

2EI
L

0

2EI
L

4 EI
L

0

0 0 EA
L

=[ f ]
− 1

(7)

II.2 Plasticidad Concentrada   

El  comportamiento  no  lineal  de  flexión  en  elementos  viga-columna  se  puede

incorporar utilizando rótulas plásticas en los extremos del elemento. La figura II.2

muestra el elemento viga-columna con rótulas plásticas en los extremos. Se considera

un elemento axialmente rígido (A0=∞), para enfocar el análisis en el comportamiento

a flexión de la barra que interactúa con rotulas plásticas concentradas en su extremos.

Figura II.2: Elemento Viga-Columna : Representación  Plasticidad Concentrada

Las rotulas plásticas  se idealizan mediante resortes  rotacionales  de longitud nula.

Estos resortes son infinitamente  rígidos hasta el momento de fluencia. Después del

momento  de  fluencia  My,  sigue  una  zona  de  rigidez  reducida  que  representa  el

endurecimiento de la rotula plástica, ver figura II.3.   Mp es el momento de plástico y

vp es la rotación plástica. 
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Figura II.3: Plasticidad Concentrada - Diagrama  Interacción Momento-Rotación 

Para  valores  por  debajo  de  My,  el  resorte  se  comporta  infinitamente  rígido  sin

presentar  deformaciones.  El  momento  de  flexión  aplicado  sobre  el  resorte  se

transmite directamente al elemento flexible, debido a que cada resorte se idealiza con

longitud  nula,  y  por  lo  tanto  los  momentos  en  los  extremos  del  elemento  viga-

columna  flexible  son  iguales  a  los  momentos  en  las  rotulas.  El  comportamiento

descrito permite establecer las siguientes relaciones. 

q=q p=qe (8)

Es decir, en los extremos de la barra se cumple:

q1=q p1=qe1

q2=q p2=qe2
(9)

Donde qe1,2 corresponden a los momentos de flexión en los extremos del elemento

viga-columna elástico y qp1,2 corresponden a los momentos de flexión plásticos en los

resortes de giro concentrados. 

Figura II.4: Viga-Columna con Plasticidad Concentrada: Deformada 
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Al aplicar un momento de flexión superior a momento de fluencia en un extremo se

genera  giro elástico y plástico, ver Figura II.4. Esta relación queda representada  por

la Ec.(10):

v=ve+v p (10)

Por lo tanto para en cada extremo se tiene: 

v1=ve1+v p 1

v2=ve2+v p 2
 (11)

Donde  ve1,2 corresponden a los giros elásticos en los extremos del  elemento viga-

columna y vp1,2 corresponden a los giros plásticos en los resortes. A partir de la Ec.

(10)  la  flexibilidad del elemento viga-columna con plasticidad  concentrada  queda

definida y diferenciando entre la componente elástica y plástica, se obtiene :

f=
∂ve
∂ q

+
∂ v p

∂q
(12)

La  matriz  de  flexibilidad  fe de  un  elemento  viga-columna,  rígido  axialmente  se

reduce a la Ec. (13):

f e=(
L

3EI
− L
6 EI

− L
6 EI

L
3 EI

) (13)

La matriz de flexibilidad  fp de los resortes de giro, con los cuales se idealizan las

rotulas plásticas, se expresa como sigue:

f p=
L

6 EI (
mr1
η

0

0
mr 2
η
) (14)

La  expresión  mri es  igual  a 0  cuando  qi  <  Mp y  es  igual  a  1  para  qi >=  Mpre.

Reemplazando  en  la  Ec.(3)  de  manera  separada  la  matriz  de  flexibilidad  fe  del

elemento  viga-columna  y  la  matriz  de  flexibilidad  fp  de  las  rotulas  plásticas,  se

obtienen expresiones generales para el calculo de deformaciones .

ve=f eq (15)

v p=f p (q−M p ) (16)
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El termino Mp es el vector que representa el momento de flexión fluencia a partir del

cual se activan  rotulas. Se puede concluir que cuando conocemos las cargas aplicas q

en los extremos del elemento, determinar las deformaciones es directo, debido a que

basta con evaluar las matrices de flexibilidad  fe y  fp y aplicar las , Ec. (15) y(16)

respectivamente.

II.3 Análisis No Lineal -Calculo Analítico

El procedimiento para resolver el problema estático de  una viga-columna con rotulas

plásticas  requiere  un proceso  iterativo.  este  método iterativo  se puede  escribir  en

forma matricial.  En La Figura II.5  se esquematiza el proceso iterativo de tránsito

entre un valor inicial arbitrario q0 hasta determinar el valor de q objetivo que iguala

las deformaciones  v  conocidas, a través de la implementado de las relaciones entre

cargas  y  deformaciones   utilizando  comparación  y  ajustes  marginales  de  los

resultados parciales. 

Figura II.5: Viga-Columna con Plasticidad Concentrada: Diagrama Deformación-

Carga.

Etapas:

1. Evaluar  Ec. (3) considerando un valor inicial arbitrario q=q0, : 

v (q0)=f 0 q0 (17)

Determinar la matriz de flexibilidad total inicial  f0 = fe +fp , para fe y fp evaluadas en

q0 . Mediante la  Ec.(17) se determinan  las deformaciones iniciales v(q0). 

 



9

2. Calcular  la  diferencia  entre  las  deformaciones  conocidas  v y  las  deformaciones

calculas v(q0). Esta diferencia se denomina deformación residual vr0

vr0=v−v (q0) (18)

Esta deformación residual representa el error entre la estimación inicial y el valor

objetivo de las deformaciones v. 

3. Para disminuir el error, se corrige la estimación inicial qo, calculando la variación de

fuerza  asociada a  esta  deformación  residual  mediante la aplicación de la  Ec.  (5),

donde la rigidez inicial corresponde a la inversa de la matriz de flexibilidad , es decir,

k0 = f0
-1.

Δq0=f 0
−1 v (q0) (19)

Esta variación  permite ajusta el valor q0 inicial, es decir, se calcula un nuevo valor q1

q1=q0+Δq0 (20)

4. Con esta carga actualizada se calcula una nueva matriz de flexibilidad del elemento

f1=fe(q1)+fp(q1),  se  determinan  nuevas  deformaciones  totales  y  deformaciones

residuales. El proceso continua hasta cumplir el criterio de convergencia establecido,

en este caso vrj =0. 

La forma general para la secuencia de iteración descrita es:

 Inicialización 

 Se define q0 

 Iteración 

vrj=v−v (q j ) (21)

Δq j=f j
−1 vrj (22)

q j+1=q j+Δq j (23)

 Solución

Si vrn cumple criterio de convergencia, finaliza el proceso

k=f n
−1 (24)

q=qn (25)
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III ANALSIS NO LINENAL ELEMENTO VIGA-COLUMNA - SIN CARGA

AXIAL

En este capitulo se presenta la aplicación numérica del método analítico explicado en el

Capitulo  II,  orientado  a  resolver  el  problema  no  lineal  de  plasticidad  concentrada.

Mediante  un  ejemplo  numérico,  se  analizara  un  elemento  viga-columna  simplemente

apoyado, sobre el cual se imponen deformaciones en sus extremos. Se detalla la aplicación

del algoritmo paso a paso, permitiendo determinar las deformaciones elásticas y platicas en

el elemento viga-columna y rotulas plásticas respectivamente.  Los resultados obtenidos se

contrastan con modelo equivalente desarrollado en el software de análisis estructural no

lineal SAP2000.  El comportamiento de las rótulas plásticas en SAP2000 esta limitado a

0.015rad  para  todos  los  casos  analizados.  Luego,  en  esta  sección  se  compara  las

deformaciones elásticas y plásticas, obtenidas mediante Excel y con SAP2000.

III.1 Calculo Analítico

Como caso de estudio se considera un elemento viga-columna, axialmente rígido, de

longitud L=700cm, con una sección transversal de 40 cm X 60 cm y un material con

elasticidad  E=200 tonf/cm². El elemento tiene rotulas plásticas concentradas en sus

extremos  con momentos de fluencias son  My  de 3500 tonf-cm. El endurecimiento

plástico esta definido por el coeficiente η=0.05.  En este ejemplo se determinan las

fuerzas básicas y la rigidez total del elemento viga-columna cuando los giros en sus

extremos son , v1=0.006 [rad] y v2=0.003[rad]  (ver Figura II.2).

Solución: 

Para determinar el estado del elemento viga-columna con plasticidad concentrada, se

utiliza  la  herramienta  de  Excel.  Esta  herramienta  permite  formatear  y  organizar

mediante  una  hoja  de  cálculo  las  relaciones  entre  cargas  y  deformaciones  para

estados  de  equilibrio  intermedio  del  elemento.  La  evaluación,  por  pasos,  de  las

ecuaciones (3), (5) y (21) a (25), permite mostrar la convergencia de los giros hasta
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alcanzar los valores conocidos en los extremos del elemento y la rigidez total, que

satisfacen el equilibrio respecto de las deformaciones impuestas.

 Datos de Entrada  

Los parámetros geométricos y propiedades del elemento se resumen en Tablas III.1 y

III.2.

Tabla III.1: Geometría Elemento y Propiedades Sección 

Tabla III.2: Parámetros Rotulas Plásticas 

La  Tabla  III.3  muestra  la  matriz  de  flexibilidad  fe  del  elemento  viga-columna,

obtenida evaluando la Ec.(13). Cabe señalar que fe es independiente del valor de qj ,

por lo tanto se calcula, por única vez, al inicio de procedimiento.

Tabla III.3: Matriz de Flexibilidad elemento Viga-Columna 
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La matriz de flexibilidad fp de las rotulas, descrita en Ec. (14), se calculada en cada

iteración, mediante la comparación de la magnitud de lo momentos de flexión qj y el

momento de fluencia My. Las deformaciones conocidas v se presentan en Tabla III.4.

Tabla III.4: Deformaciones impuesta en los extremos del elemento

 Iteración  - Paso 0   

Se define q(0) ={0;0} (ver tabla III.5, columna 1-filas 3 a 4) y se calcula la matriz fp

(ver  tabla  III.5,  columnas 2 a  4 -filas  3  a  4).Debido a que los momentos  en los

extremos son iguales a cero, se verifica q(0) < My., por lo tanto la  matriz fp = [0]. Se

determinan las deformaciones iniciales en los extremos del elemento,  v(0) =ve +vp,

para q(0) . Las componentes elástica y plástica se determinan utilizando las Ec.(15) y

(16) . Para este paso inicial tanto ve como vp son cero. El calculo de la deformación

residual, da como resultado el vector vr(0)={0.006; 0.003} (ver tabla III.5, columna 8-

filas 3 a 4), cuyas magnitudes son idénticas a las deformaciones impuestas en los

extremos del elemento. 

Tabla III.5:  Calculo Analítico: Determinación Fuerzas Básicas
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Debido a que el vector de deformación residual es distinto de {0}, se debe modificar

la  carga  inicial  para  obtener  un  valor  q(1) corregido.  Se  calcula  la  matriz  de

flexibilidad total f(0) (ver tabla 5, columnas 9 a 10-filas 3 a 4), aplicando Ec (12). En

este paso inicial f(0) = fe, debido a que no se activaron las rotulas plástica (q(0)<My), el

elemento presenta un comportamiento elástico.  Se calcula la matriz de rigidez  k0,

aplicando Ec. (6). El diferencial de carga necesario para ajustar la carga inicial, se

obtiene aplicando Ec (19) (ver tabla III.5,  columna 13-filas 3 a 4). Finalmente se

obtiene un carga ajustada  q(1)= q(0) + Δq(0) (ver tabla III.5, columna 14-filas 3 a 4).

 Iteración (Paso 1)   

Como resultado del paso anterior se obtiene q(1) ={6171; 4937), se actualizan fe y fp

según corresponda. Debido a que la flexión q(1) >Mp la matriz fp es distinta de [0], se

activan ambas rotulas plástica. Se determina v(1) =ve +vp, tanto ve como vp son distintos

de cero. Los resultados del calculo de la deformación residual se muestra en tabla

III.5, columna 8 - filas 7 a 8. Debido a que el vector de deformación residual vr(1) es

distinto de {0}, se debe corregir la cargar q(1) y continuar con la siguiente iteración.

Tal como en el paso 0, se calcula la matriz de flexibilidad  f(1) del elemento viga-

columna con plasticidad concentrada, (ver tabla III.5, columnas 9 a 10-filas 7 a 8). Se

calcula la inversas de f(1) y se obtiene k(1). Finalmente la carga ajustada final q(2)= q(1)

+ Δq(1) (ver tabla III.5, columna 14-filas 7 a 8).

 Iteración ( Paso 2) (ver tabla 5, columnas 1 a 14 -filas 3 y 4)  

Como resultado del paso anterior se obtiene q(2) ={3678; 3517), tal como en el paso

1, se calcula fe y fp. Luego se determina v(2) =ve +vp (ver tabla III.5, columna 7 -filas 7

a 8).. El calculo de la deformación residual, da como resultado el vector vr(2)={0.000;

0.000} (ver tabla III.5, columna 8 -filas 7 a 8) esto finaliza el proceso de iteración,. El

vector  q(2) representa los momentos de flexión que producen giros impuestos en los

extremos  del  elemento.  Para  finalizar  el  análisis  determinamos  la  matriz  k(2) y

verificamos que Δq(2) = k(2) vr(2) = {0}. El procedimiento descrito, permite determinar

los momentos de flexión y la matriz de rigidez asociados a lo giros  v conocidos,
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ademas permite determinar el giro en rotulas plásticas  respectivamente (ver tabla

III.5, columnas 6 y 7 -filas 7 a 8)

III.2 Comprobación SAP2000

En esta sección se resuelve el ejemplo del elemento viga-columna con plasticidad

concentrada  analizado en  el  punto  anterior,  realizando  en  SAP2000  un  análisis

estático no lineal . Se resuelve el problema inverso al resuelto en el punto anterior, es

decir, se determinan  las deformaciones del  elemento viga-columna, cuando se aplica

en los extremos los momentos obtenidos en el punto III.1.

 Datos de Entrada  

Para modelar el problema se utilizan las distinta interfaces para ingreso de datos, con

las  que  cuenta  el  software  SA2000.  Se  definió  las  propiedades  de  material,  la

geometría  de la  sección  y las  condiciones  de apoyo del  elemento.  Se debe tener

presente, por consistencia con el ejemplo anterior, se deben modificar los parámetros

geométricos de la sección para no considerar las deformaciones  de corte.

La  figura  III.1  muestra  la  interfase  de  configuración  que  permite  definir  rotulas

plásticas para momento de flexión M3. La hoja de entrada requiere la definición del

parámetro “Yield Moment” correspondiente al momento de fluencia My = 3500 tonf-

cm.  La  curva  de  interacción  se  ingresa  parametrizada  mediante  el  momento

normalizado  M/My vs rotación. Se definen dos puntos en particular, el punto-1 que

corresponde al inicio de la curva con rotación 0.00 rad y el punto-2 que representa el

final de la curva de endurecimiento para una rotación 0.015 rad. Es necesario calcular

el  valor  del  momento  normalizado  para  ambos  giros.  Para  punto  1,  el  valor

normalizado es igual a M1/My =1,  debido a que M1= My. En el punto 2, mediante la

aplicación de Ec. 5 y Ec. 6, se determina el momento de flexión M2 (ver Ec. 29) para

una rotación 0.015 rad.   

M 2=M p+f p
−1 vp (26)
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Donde  f p
−1
=1/ f p y fp es la flexibilidad de la rótula plástica definida como sigue:

f p=
L

6 EI
mr
η

(25)

Reemplazando se obtiene   M2  = 4425,71 tonf-cm, que normalizando es  M2/My  =

1,265 tonf-cm. Las figuras III.2 y III.3 muestran la interfase de asignación de rotulas

plásticas  en  cada  extremo  del  elemento  viga-columna.  Se  utiliza  la  opción  de

distancia relativa para indicar su ubicación respectiva.

Figura III.1: SAP2000 Rotulas Plástica: Definición Relación  Momento -

Rotación 
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Figura III.2: SAP2000 Rotulas Plástica: Ubicación  

Figura III.3: SAP2000 Elemento Viga-Columna : Vista general 

La  figura  III.4   muestra  la  deformada  del  elemento  viga-columna,  debido  a  los

momentos  aplicados  en los  extremos.  Estos  momentos  corresponde  a  los  valores

obtenidos del ejemplo resuelto utilizando Excel,  q1=3678,32 tonf-cm y  q2=3517,33

tonf-cm, respectivamente
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Figura III.4: SAP2000 Elemento Viga-Columna: Deformada 

Al aplicar q1 y q2  en los extremos, se obtienen rotaciones totales (Ver La Tabla III.6)

{0.0061; 0,003}. Estos resultados confirman la hipótesis de entrada v={0.006; 0,003}

del problema resuelto en Excel.

Tabla III.6:  Resultados: Giros Totales en rotulas elemento viga-columna

En las tablas III.7 y III.8 se presentan los giros plásticos obtenidos con el modelo

SAP2000 y con Excel, respectivamente.  Al comparar los resultados (Ver Tabla 9)

obtenidos por el modelo  en SAP2000 y con Excel se observa que las deferencia

entre las rotaciones plásticas son menores a 0,5%.

Tabla III.7:   Resultados: Momentos y Giros Plásticos, en rotula - Modelo

SAP2000  
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Tabla III.8:  Resultados: Momentos y Giros Plásticos, en rotula- Calculo

Analítico

Tabla III.9:  Comparación: Rotaciones plásticas – SAP2000  vs  Calculo

Analítico
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IV ANALSIS NO LINENAL ELEMENTO VIGA-COLUMNA -CON CARGA

AXIAL

La incorporación de carga axial en un elemento viga-columna con plasticidad concentrada,

se abordara mediante la determinación de la interacciona entre momento de flexión y carga

axial, derivado de las propiedades geométricas y mecánicas de la sección analizada. Esta

interacción define el momento de fluencia concomitante con la carga axial aplicada. Se

considerara  una  relación  carga  axial-deformación  elástica  perfectamente  plástica  sin

endurecimiento. 

El comportamiento del elemento tipo viga-columna sometido a momento y carga axial se

evalúa modificando la magnitud del momento de flexión desde valores menores a My, hasta

momentos que producen el máximo giro en la rótula plástica, ver figura IV.1 (limitado a

0.02rad para todos los casos analizados). Luego, en esta sección se compara la trayectoria

de las deformaciones elásticas y plásticas, obtenidas mediante Excel y con SAP2000 

 

Figura IV.1:  Relación  Momento – Rotación :    Elemento con carga   Axial

IV.1 Calculo Analítico 

Como caso de estudio se considera un elemento viga-columna, axialmente rígido, de

longitud L=700cm, con una sección transversal de 20cm X 40cm y un material con

elasticidad  E=1000  tonf/cm²  y  una  tensión  de  fluencia  de  fy=2  tonf/cm².  La

geometría de la  sección transversal y las propiedades  mecánicas son distintas a las

definidos  en  e  ejemplo  del  punto III.1.  La  sección  transversal  posee un material

homogéneo, con un comportamiento elasto-plástico perfecto simétrico. El elemento
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incluye rotulas plásticas concentradas en sus extremos. El endurecimiento plástico de

los resortes de giro estará definido por el coeficiente η=0.05. 

El objetivo general del análisis iterativo es determinar las fuerzas básicas y la rigidez

del  elemento  viga-columna  para  giros  totales  impuestos  en  sus  extremos.  Para

determinar  la  trayectoria  de los giros  totales (elásticos  + plásticos)  en las rotulas

plásticas,  primero  se  seleccionan  combinaciones  de  carga  axial  y  momento  de

fluencia concomitantes, mediante la utilización de la planilla descrita en el Punto II.1.

Luegose calculara el  momento asociado,  modificando el  giro en los extremos del

elemento viga columna, hasta encontrar el giro total asociado al momento de fluencia

objetivo.  Este último paso se repite para valores de momento menores y mayores

que  My, obteniendo los giros elásticos y plásticas para distintos combinaciones de

momento y carga axial fija (ver figura IV.2). Este proceso se llevaa cabo con otras

combinaciones de carga axial y momento de fluencia

Figura IV.2: Diagrama Interacción  Carga  Axial -Momento

Solución: 

Para  determinar  el  estado del  elemento viga-columna con plasticidad concentrada

sometido a flexión y carga axial, se  utiliza la herramienta Excel. Primero se prepara

una planilla para calcular el diagrama de interacción de la sección de 20cmx40cm

( Ver Anexo A). Una vez definido el diagrama de interacción se seleccionan una

combinación de momento y carga axial. Con la herramienta de “búsqueda de valor

objetivo” disponible en Excel,  mediante iteración,  se  determinan los  giros  totales

asociados  a  los  momentos  de  fluencia  seleccionados.  El  procedimiento  descrito

conlleva un doble proceso de iteración, la modificación del giro en los extremos y la
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resolución  de  la  planilla  descrita  en  punto  II.1.  para  obtener  las  fuerzas  básicas

objetivos, para distintos decrementos e incrementos de momento respecto de valor de

momento de fluencia.

 Datos de Entrada  

Los parámetros geométricos y propiedades del elemento se resumen en Tablas IV.1 y

IV.2.

Tabla IV.1: Geometría Elemento y Propiedades Sección 

Tabla IV.2: Parámetros Material 

El  calculo  (Ver  Anexo  A)  del  diagrama  interacción  de  la  sección  20cmx40cm,

proporciona valores de carga axial máxima de 1600 tonf, (con sus signos respectivos

para compresión y tracción) y un momento de fluencia máximo de 10500 tonf-cm. El

diagrama  de  interacción  se  muestra  en  la  Figura  IV.3.  Las  solicitaciones

concomitantes que se analizan en este trabajo se muestran en tabla IV.3.  
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La  Tabla  IV.4  muestra  la  matriz  de  flexibilidad  fe,  del  elemento  viga-columna

acotada a lo momentos de flexión. La matriz fe es independiente del valor de qj , por

lo tanto se calcula, por única vez, al inicio de procedimiento. 

Figura IV.3: Diagrama de  Interacción Sección 20cmx40cm

Tabla IV.3: Cargas Axiales y Momentos de Fluencia Analizados
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Tabla IV.4: Matriz de Flexibilidad elemento Viga-Columna 

La matriz de flexibilidad fp de las rotulas, descrita en Ec. (14), se calculada en cada

iteración, mediante la comparación de la magnitud de lo momentos de flexión qj y el

momento de fluencia My. Las deformaciones impuestas v. 

 Caso 1  (  P   = 0[tonf] y   M  y=10500 [tonf-cm])

Se determinaran los giros elásticos  ve en los extremos del elemento viga-columna,

para el estado de carga  qi = {My;0}, a través de la Ec (15).  Luego con la planilla

definida en  el punto  III.1.  se  modifican  los giros  v,  manteniendo los  criterios  de

convergencia, es decir, se define q(0) ={0;0}, se calcula la matriz fp verificando  q(i) en

relación a My. Luego se determinan las deformaciones en los extremos del elemento,

v(i) =vei +vpi,  para  q(i).  Se calcula la  deformación residual.  Se calcula la  matriz  de

rigidez ki,  se determinar el diferencial de carga necesario para ajustar la carga  q(i), se

obtiene q(i+1). El proceso se repite hasta que el diferencial de carga es Δq(n) = {0}. Los

resultados mostrados en tabla  IV.5 (filas 11 y 12;  columna 5)  confirman que no

existen giros plásticos en ninguna de las rotulas del elemento viga-columna.
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Tabla IV.5:  Calculo - giros totales para qi = {10500 ;0}[tonf-cm] y P=0

[tonf]

Para analizar las trayectoria de los giros plásticos en la rotula, con la herramienta

“búsqueda de valor objetivo”, disponible en Excel,  se modifica el giro total en el

extremo,  partiendo  de  giro  elástico  definido  para  My,  hasta  alcanzar  el  distintos

momento objetivo M=My+ΔM. Se repite este análisis para distintos valores de  ΔM

={-100; -10; 10; 20; 30; 100; 200; 400; 600; 900}. Para  My= 10500  se obtiene to

M={10400; 10490; 10510; 10520; 10530; 10600; 10700; 10900; 11100; 11400} (Ver

Anexo B para revisar  detalle  del cálculo).  En tablas IV.6 y IV.7 se muestran los

resultados para M= {10490; 10510}. En tabla IV.8 se muestra resumen para todos los

momento analizados.
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Tabla IV.6:  Calculo - giros totales para qi = {10490 ;-5}[tonf-cm] y P=0

[tonf]

Tabla IV.7:  Calculo - giros totales para qi = {10510 ;5}[tonf-cm] y P=0

[tonf]
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Tabla IV.8:  Resumen giros totales para ΔM ={-100; -10; 10; 20; 30; 100;

200; 400; 600; 900}, My =10500.00 [tonf-cm],P=0 [tonf]

Los resultados confirman que, para valores de  M<My no se producen deformación

plásticas en extremo 1 y  cuando M>My, las deformaciones plásticas se incrementan

en proporción al momento aplicado, por ejemplo para M =10600[tonf-cm], M-My =

ΔM, por tanto  vp1=  f*ΔM =2,1875E-05*100 =0.002188[rad]

IV.2 Comprobación SAP2000

Utilizando SAP2000 se realiza el mismo procedimiento descrito en punto III.2, para

todos  las  combinaciones  de  carga  axial,  momentos  de  fluencia  y  variaciones  de

momento.  Se  presentan  los  resultados  el  problema  inverso,  determinando  las

deformaciones en un elemento viga-columna con plasticidad concentrada, aplicando

los momentos obtenidos en el punto III.1 en sus extremos.

 Datos de Entrada  
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En la Figura IV.4 muestra la interfase de configuración que permite definir rotulas

plásticas para momento de flexión M3. Para distintos niveles de carga axial, requiere

la  definición  de  la  curva  de  interacción,  ingresada  parametrizada  mediante  el

momento  normalizado  M/My vs  rotación.  Se definen  dos  puntos  en particular,  el

punto-1 que corresponde al inicio de la curva con rotación 0.00 rad y el punto-2 que

representa  el  final  de la  curva  de endurecimiento para  una  rotación  0.02 rad.  Es

necesario calcular el valor del momento normalizado para ambos giros. Para punto 1,

el valor normalizado es igual a  M1/My =1,  debido a que  M1= My. En el punto 2,

mediante la aplicación de Ec. 5 y Ec. 6, se determina el momento de flexión M2 (ver

Ec. 29) para una rotación 0.02 rad.   

M 2=M p+f p
−1 vp (26)

Donde  f p
−1
=1/ f p y fp es la flexibilidad de la  rotula plástica definida como sigue:

f p=
L

6 EI
mr
η

(25)

En tabla IV.9 resume los momentos fluencia M1  y los momentos M2 normalizados . 

Tabla IV.19:  Resumen Curvas  Normalizadas Momento -Rotación

En figura IV.5 se muestra interfase para definir diagrama de interacción (carga axial

vs momento) normalizo. En tabla IV.10 se presentan las valores normalizados de la

curva de interacción, con Pmax=1600 [tonf] y Mmax=10500 [tonf-cm] ( ver anexo A)
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Figura IV.4: SAP2000: Definición Curva Momento -Rotación  P=0[tonf]

Figura IV.5: SAP2000: Definición  Diagrama Iteración -Carga Axial vs Momento
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Tabla IV.10:  SAP2000: Resumen Diagrama Iteración  Normalizada

SAP2000 selecciona el momento de fluencia a partir de la carga axial aplicada al

modelo, utilizando del diagrama de interacción ingresado en interfase mostrada en

figura IV.5. El comportamiento de las rotulas plásticas en los extremos del elemento

se define de la curvas ingresadas para cada carga axial analizada (ver Figura IV.4) ,

es decir P={0; 50; 100; 150; 200; 250; 300} [tonf].

Figura IV.6: SAP2000: Cargas aplicadas modelo elemento viga-columna, P=300

[tonf]

Al aplicar los momentos  q1 y  q2  (ver Tabla IV.8), obtenidos en punto IV.1, en los

extremos del elemento viga-columna. se obtienen en SAP2000 las rotaciones totales

y rotaciones plásticas en las rotulas. Los resultados se presentan en Tablas IV.11 y

IV.12 respectivamente.
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Tabla IV.11:  SAP2000: Giros totales , My =10500.00 [tonf-cm],P=0 [tonf]

Tabla IV.12:  SAP2000: Giros plásticos , My =10500.00 [tonf-cm],P=0

[tonf]

 



32

Al comparar  los giros (plásticos “vp”,  elásticos “ve” y totales “v”) obtenidos en el

modelo de SAP2000, con los giros impuestos en los ejemplos en Excel se observa

que las  diferencias porcentuales obtenidos son menores a 0,5% (ver Tabla IV.13). 

Tabla IV.13:   Calculo Analítico  vs SAP2000: Resumen de momentos y

giros,  My =10500.00 [tonf-cm],P=0 [tonf]

Para el caso de P=0 [tonf] y My =10500.00 [tonf-cm] se grafican (ver Figura IV.7) los

giros plásticos y elásticos, obtenidos en SAP2000 (ve1SAP2K; vp1SAP2K )  y los

definidos para Calculo Analítico (ve1; vp1), respecto de los momentos My+ΔM. Se

observa que la trayectoria de los giros plásticos y elásticos es prácticamente idéntica

entre ambas metodologías. 
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Figura IV.7: Momentos vs Giros , P=0 [tonf] y My =10500.00 [tonf-cm]

En  las  tablas  IV.14  a  I.V19,  se  presentan  los  resultados  para  cargas  las  axiales

{50,10;150;200;250;300}  con  sus  respectivos  momentos.  Los  giros  plásticos

obtenidos a través de  losmodelos SAP2000 resultaron menores que los calculados en

Excel. La comparación directa de los giros obtenidos en cada procedimiento, muestra

diferencias entre -4% hasta 100%,. En cambio, el comportamiento elástico calculado

mediante ambas metodologías, es idéntico. 

 Cuando se revisa el estado de carga,  P=50 [tonf] y  M =10181,87  [tonf-cm] (Ver

tabla IV.14), donde M es ligeramente mayor a My, el análisis en Excel entrega como

resultado un giro plástico de vp=0,000219 rad, en cambio con el modelo SAP2000, el

giro plástico en ambos extremos es nulo. La plastificación de las rotulas en el modelo

SAP2000 comienza carga,  P=50 [tonf] y M =10191,87 [tonf-cm]. La diferencia entre

los giros obtenidos por el modelo matricial vs SAP2000, es más evidente a medida

que se incrementa la carga axial,  tal como se observa en tabla IV.19, para  P=300

[tonf]  y  M =8541,25  [tonf-cm].  El  análisis  en  Excel  entrega  un  giro  plástico

vp=0,000219 [rad], el modelo SAP2000 la activación de la rótula plástica ocurre, para

P=300 [tonf] y M =8631,25 [tonf-cm], con un giro de vp=0,000695[rad]. 
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Tabla IV.14:   Calculo Analítico  vs SAP2000: Resumen de momentos y

giros,   My =10171.87 [tonf-cm],P=50 [tonf]

Tabla IV.15:   Calculo Analítico  vs SAP2000: Resumen de momentos y

giros,   My =9843,75 [tonf-cm],P=100 [tonf]
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Tabla IV.16:   Calculo Analítico  vs SAP2000: Resumen de momentos y

giros,   My =9515,62 [tonf-cm],P=150 [tonf]

Tabla IV.17:   Calculo Analítico  vs SAP2000: Resumen de momentos y

giros,   My =9187,50 [tonf-cm],P=200 [tonf]
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Tabla IV.18:   Calculo Analítico  vs SAP2000: Resumen de momentos y

giros ,   My =8859,37 [tonf-cm],P=250 [tonf]

Tabla IV.19:   Calculo Analítico  vs SAP2000: Resumen de momentos y

giros,   My =8531,25 [tonf-cm],P=300 [tonf]

Las figuras IV.8 a IV.13, muestran la trayectoria (línea verde y roja) de los giros

obtenido en SAP2000, al comparara con las trayectorias con los giros obtenidos en

Excel,  las  pendientes  (rigidez)  y  momentos  de  fluencia  My de  activación  de  las

rotulas son mayores a los definimos en Excel.  El  aumento de pendiente (rigidez)
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entre de las trayectorias obtenidas con SAP2000, es concurrente con el incremento de

carga axial en el modelo. El cálculo en Excel no considera cambios de rigidez debido

a la presencia de carga axial, la rigidez de las rotulas plásticas se mantiene constante

para todos los casos de carga axial analizados, como se puede observar  (línea azul)

en los gráficos de las Figuras  IV.8 a IV.13.

Figura IV.8: Calculo Analítico  vs SAP2000: Momentos vs Giros, P=50 [tonf] y

My =10171.87  [tonf-cm]

Figura IV.9: Calculo Analítico  vs SAP2000: P=100 [tonf] y My =9843,75  [tonf-

cm]

 



38

Figura IV.10: Calculo Analítico  vs SAP2000: P=150 [tonf] y My=9515,62

[tonf-cm]

Figura IV.11: Calculo Analítico  vs SAP2000: P=200 [tonf] y My =9187,50

[tonf-cm]

Figura IV.12: Calculo Analítico  vs SAP2000: P=250 [tonf] y My =8859,37

[tonf-cm]
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Figura IV.13:  Calculo Analítico  vs SAP2000: P=300 [tonf] y My = 8531,25

[tonf-cm]

En  tablas  IV.19  a  IV.25  se  presenta  el  resultado  del  análisis  numérico  de  las

trayectoria de los giros plásticos obtenidos por ambos procedimientos, mediante los

cuales se obtuvieron la rigidez y fluencia equivalente. Se observa un incremento de

rigidez  a  medida  que  la  carga  axial  aumenta  en  los  resultados  de  SAP2000.

Adicionalmente el momento de fluencia equivalente es mayor que el considerado en

el  análisis  matricial.  Salvo  para  el  caso  de  carga  axial  P=0,  los  giros  plásticos

obtenidos en SAP2000, son menores, consistente con los valores de rigidez y fluencia

equivalentes, es decir la activación de la rótula es posterior y gira menos debido a la

mayor rigidez del sistema

Tabla IV.19:   Rigidez y Fluencia equivalente, My =10500.00 [tonf-cm],P=0 [tonf]
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Tabla IV.20:    Rigidez y Fluencia equivalente,   My  =10171.87 [tonf-cm],P=50

[tonf]

Tabla IV.21:    Rigidez y Fluencia equivalente,   My  =9843,75 [tonf-cm],P=100

[tonf]

Tabla IV.22:    Rigidez y Fluencia equivalente,   My  =9515,62 [tonf-cm],P=150

[tonf]
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Tabla IV.23:    Rigidez y Fluencia equivalente,   My  =9187,50 [tonf-cm],P=200

[tonf]

Tabla IV.24:    Rigidez y Fluencia equivalente,   My  =8859,37 [tonf-cm],P=250

[tonf]

Tabla IV.25:    Rigidez y Fluencia equivalente,   My  =8531,25 [tonf-cm],P=300

[tonf]
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En tabla IV.26 se resumen los valores de rigidez (K_SAP2K) y momento de fluencia

(My_SAP2K) equivalente obtenidos a partir del análisis numérico de los resultados de

los modelos desarrollados en SAP2000. La rigidez equivalente queda representada

por la pendiente (Slope) de la recta que aproxima la trayectoria de las deformaciones

y el momento de fluencia  por el punto en que intercepta el eje “Y”. Se contrasto la

rigidez equivalente  con la rigidez plástica definida para  en el  ejemplo en estudio

K=45714 [tonf-cm/rad]. Mediante la razón entre K_sap2k/K, , se obtuvo el parámetro

ajustado η*.

Tabla IV.26:  Resultados SAP2000:  Análisis  paramento  η 

Los resultados de SAP2000 muestran un endurecimiento de la rotula al aumentar la 

carga axial sobre el elemento viga-columna. Lo anterior  puede ser representado por 

un incremento en el valor del parámetro η*, respecto del valor base considerado 

η=0.05. Tal como se muestra en la figura IV.14 el parámetro η* presenta una 

trayectoria ascendente coherente con el aumento de rigidez. 

 



43

Figura IV.14: SAP2000: Relación entre  η* y Carga Axial

Adicionalmente,  a  partir  del  análisis  numérico  de  las  trayectorias  de  los  giros

plásticos, se observa  un cambio en el  punto de fluencia inicial. En Tabla IV.27 es

posible observar que el momento de fluencia equivalente tienen valores ligeramente

superiores  (menos  de  1%) respecto  de  los  valores  base  considerados  el

parametrización  de la rotula  plástica (Ver Tabla IV.19). Desde la perceptiva de la

interacción entre la carga axial y momento de flexión, este ajuste en el momento de

fluencia viene acompañado de una carga axial concomitante reducida. Debido a que

el  comportamiento  de  la  rotulas  no  es  perfectamente plástico,  cuando  la  sección

comienza a plastificar, el momento en la rotula se incrementa. Para alcanzar el estado

de carga objetivo (P ; My+ΔM), se infiere de los resultados obtenidos en SAP2000,

que se transita desde un punto ubicado en el diagrama de interacción de menor carga

axial y mayor momento de fluencia tal como se esquematiza en Figura IV.15.

Figura IV.15: Trayectoria Diagrama de Interacción
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Tabla  IV.27:  Cargas  Ajustadas  Diagrama Interacción 
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 CONCLUCIONES 

Los elementos tipo viga-columna con plasticidad concentrada son adecuados para

modelar elementos en que se espera plastificación restringida solo en los extremos

del elemento. En este trabajo se resuelven ejemplos de elementos viga-columna con

carga axial  utilizando Excel y se comparan estos resultados con SAP2000 con el

objetivo de validar el elemento viga-columna de dicho programa. Mediante el cálculo

en Excel fue posible determinar los giros totales que generan activación de las rotulas

plásticas, con un grado de precisión elevado (error  residual =0). El contraste de estos

resultados se consiguió con  SAP20000,  a través  un modelo complementario  para

determinar los giros producto de los  momentos externos aplicados en los extremos

del modelo. Las diferencia entre los resultados obtenidos por ambas metodologías

fueron inferiores 0.5%. para modelos sin carga axial.

El  análisis  no  lineal  de  elementos  viga-columna  con  plasticidad  concentrada,

sometidos a carga axial, se abordó en los puntos IV1 y IV2.  Los ejemplos utilizando

Excel se solucionaron aplicando directamente calculo analítico. Para la selección de

las  cargas  axiales  y  momentos  de  flexión,  se  utilizo  el diagrama  de  interacción

derivado  de  la  geometría de  sección y  propiedades  mecánicas del  material.  Las

curvas  momento-rotación de las rotulas fueron definidas  a partir  del momento de

fluencia seleccionado en el diagrama de  interacción y  considerando  η =0.05, para

todos los casos.  A partir del análisis numéricos realizado a las trayectorias de giros

obtenidas  en  SAP2000,  se  estimaron  parámetros  equivalentes  de  momento  de

fluencia,  rigidez equivalente  y parámetro  η* ajustado, ,  para cada nivel de carga

axial. El cambio de rigidez observado, viene acompañado de un menor giro plástico

máximo en la rotulas para el mismo nivel de deformación elástica obtenido por el

calculo  analítico. Se  concluye  que  la  presencia  de  la  carga  axial  modifica  el

comportamiento  de  la  rótula  en  el  análisis no  lineal  realizado  con  el  software

SAP2000
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Adicionalmente,  se  interpreta que  el  cambio  en  el  punto  de  fluencia  inicial

identificado en los modelos de SAP2000 a partir del cual se activa la rotula plástica,

como un ajuste en la  trayectoria de carga dentro del diagrama de interacción.  Esto

permitiría mantener la relación definida en el diagrama de interacción y extrapolando

a  combinaciones de  carga  axial  y  momento  mayores  al  de  fluencia,   Cuando  la

sección comienza a plastificar, el momento se incrementa y por lo tanto para alcanzar

el  estado  de  carga  objetivo  (P ;  My+ΔM),  es  necesario  iniciar  desde  un  punto

ubicado en el diagrama de interacción de menor carga axial y mayor momento de

fluencia. 
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ANEXO A : DIAGRAMA DE INTERACCION  

Tabla A.1:  Parámetros  geométricos elemento

Tabla A.2:  Parámetros   Material

Tabla A.3:  Geometría fibras -sección  transversal
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Variando la profundidad del eje neutro , se obtienen por triangulación  las deformaciones
en  las  fibras  superior,  inferior  y  puntos  intermedios  de  la  sección.  Para  simplificar  el
análisis  se  utilizan  como  pivotes  las  deformaciones  máximas  de  0.002  y  -0.002
respectivamente ( ver Fig. A.1)

Tabla A.3:  Deformaciones  fibras sección transversal
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Tabla A.4:  Fuerzas en las fibras y Carga Axial y Momento en sección transversal

Se  obtiene  una  carga  axial  máxima  de  1600  tonf,  con  sus  signos  respectivos  para
compresión y tracción. Cuando la carga axial es cero, el momento máximo de fluencia es
10500 tonf-cm. En Figura A.2 se presenta el diagrama de interacción y en la Fig.  A.3 se
presenta el diagrama normalizado por Pmax y Mymax, respectivamente

 



51

Figura A.1: Deformaciones fibras  sección Transversal

Figura A.2: Diagrama de  Interacción Sección 20x40cm
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Figura A.3: Diagrama de  Interacción Normalizado Sección 20x40cm
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ANEXO B : METODO ITERATIVO: CALCULO DE GIROS  ( P=0 tonf y

M=10500 tonf-cm)

Tabla B.1:  Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {10400 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]

Tabla B.2:  Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {10490 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]

Tabla B.3:  Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {10500 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]
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Tabla B.4:  Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {10510 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]

Tabla B.5:  Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {10520 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]

Tabla B.6:  Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {10530 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]
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Tabla B.7: Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {10600 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]

Tabla B.8:  Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {10700 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]

Tabla B.9:  Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {10900 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]

Tabla B.10:  Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {11100 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]
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Tabla B.11:  Calculo  giros (vp,ve,v), qi = {11400 ;0}[tonf-cm] y P=0 [tonf]

 


